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 بخش اول

  

  جامعه آماري

  

  )كشور ايران.(يك صفت مشترك دارندجامعه اي كه افراد آن حداقل 

  

  صفت متغير

  

  صفتي كه ازفردي به فرد ديگرمنتقل مي شود كه بر دو نوع زيرمي باشد

  كمي و كيفي

  

  )قد  ، سن(               پيوسته    كليه اعداد حقيقي

                  كمي                             

  )تعداد فرزندان، تعداد اتاق هاي خانه(               گسسته    اعداد صحيح

  

  )جنسيت و دين(كيفي
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  مراحل انجام تحقيق آماري

  

  

  

  سر شماري                                            

  جمع آوري اطلاعات                                       )1

      نمونه گيري                                    

  

  

  

          پرسش نامه                                 

  جمع آوري داده ها   )2

      غير پرسش نامه                                 

  

  

  استخراج داده ها           دستي          )3

  ماشيني                                         

 

       

  

  

  

  .......)ميانگين، ميانه،  چاركها و (    معيارهاي مركزي                             

  *            آمار توصيفي)4  

                      واريانس، دامنه تغييرات،  انحراف معيار ، ضريب    (   معيارهاي پراكندگي                              

  )تغييرات ، چولگي ،  كشيدگي                            

  

  



 ٣

  

   فواصل اطمينان                                                                    

  )       تامين نتايج نمونه به جامعه(آمار استنباطي)5

   آزمونهاي فرضي                                                                                                                                                                                                    

  

  

  )       توصيف داده ها(آمار توصيفي  *

  
                                                                                                                   

  جدول توزيع فراواني

  

  

  .جدولي كه بر اساس فراواني مشاهدات تهيه مي شود

  

  fi)( فراواني ساده يا مطلق

  

كل                                               ÷فراواني ساده ) fc(فراواني نسبي
n

f
f i

c =  

  

  فراواني مشاهده قبلي+ فراواني ساده هر مشاهده  ) Fi(فراواني تجمعي

  

  

    تعداد كل مشاهدات           ÷فراواني تجمعي  ) Fc(فراواني تجمعي نسبي
n

F
F i

c =  

                                                                                                    

  

  Fc×100%               درصد فراواني تجمعي نسبي Fc×100%درصد فراواني نسبي 
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  مثال •

مطلوبست جدول توزيع فراواني و محاسبه كليه  فراواني ها . نمره شش دانش آموز در جدول زير آمده است

   
�� دا	� ���زان             
��	  

1 12

2 18

3 17

4 18

5 12

6 10  
  

  حل •

  
       i       fi       Fi       fc       Fc %fc×100 %Fc×100

10 1 1 1.6 1.6

12 2 3 2.6 2.6

17 1 4 1.6 4.6

18 2 6 2.6 6.6 100

57 6 1 100  
  

  نكات

  .هميشه جمع ستون فراواني ساده برابر تعداد كل مشاهدات است)1

  

  .جمع ستون فراواني نسبي برابر يك است)2

  

  .آخرين عدد ستون فراواني تجمعي برابر تعداد كل مشاهدات است)3

  

  .آخرين عدد ستون فراواني تجمعي نسبي برابر يك است)4

  

  . است100 برابر  درصد فراواني نسبي جمع ستون)5

  

  . است100آخرين عدد ستون درصد فراواني تجمعي نسبي برابر ) 6

  



 ٥

  جدول توزيع فراواني به روش طبقه بندي مشاهدات

  

  .روش طبقه بندي فقط براي داده هايي كه ماهيت پيوسته دارند انجام ميشود

  . مي گيرند20 و بيشترين آن را 5معمولا كمترين تعداد طبقه را 

  

  تعداد طبقاتتعيين )1

  

    K=1+3/3 log nفرمول استورگس  

  

                 تعداد مشاهدات                      تعداد طبقات                                       

  

  4 در آمد حتما بايد آنرا رو به بالا رند كنيم كه مي شود 3/23اگر جواب مثلا *

  تعيين دامنه تغييرات)2

  

D=Xmax-Xmin  

  

  
+S                              بيشترين دادهXmax=                           S-كمترين داده = Xmin  

  

 

   =Sواحد گرد شده

2              

  طبقه)طول،فاصله(تعيين عرض )3

K

D
W = 

          

 

  عرض طبقه                           

  .اگر اعشار نداشته باشد، به بالا رند مي كنيم



 ٦

  مثال •

  

  : قالب كره كه نزديك ترين عدد صحيح گرد شده اند به قرار زير است40وزن هاي 

  .يك جدول فراواني بر اساس طبقه بندي مشاهدات انجام دهيد)الف

  . مي باشد35/5_30/5چند درصد قالب هاي كره داراي وزني بين )ب

  .  مي باشد30/5ي كره كمتر از چند درصد قالب ها)ج

  )ميانگين،ميانه،مد،چارك(مطلوبست محاسبه پارمترهاي مركزي) ح

  )   واريانس،انحراف معيار،متوسط انحراف(مطلوبست محاسبه پارمترهاي پراكندگي) د

  

52،25،24،47،36،51،34،38،46،33،47،36،38،50،47،34،41،40،42،40،26،29،30 

32،30،35،37،37،41،21،31،30،26،35،45،23،43،31،34،43 

 

  حل •

  

  تعيين تعداد طبقه)1

                                            K=1+3/3log40 =1+3/3×1/6=6/28 ~ 7        

 

 

  تعيين دامنه تغييرات)2

S=1  

                                                                                                      2  

    Xmax=52+0/5=52/5                  Xmin =21-0/5=20/5                                              

      

d=52/5-20/5=32  

  تعيين عرض طبقه)3

  

W=d    =32    =4/5~5  

       K        7 

 



 ٧

fi

20/5-25/5 3

25/5-30/5 6

30/5-35/5 10

35/5-40/5 8

40/5-45/5 6

45/5-50/5 5

50/5-55/5 2

40  
                              10% 25%=100 ×)ب      

                              40  

  عدد اول در ستون دوم                                   3جمع                               47/5%=100×19%) ج   

                              40   

  مثال •

   كتان مي باشد تايي از اندازه نيروي پارگي نخ هاي50داده هاي زير يك نمونه 

21/2،27/3،20/6،25/4،36/9،28/3،33/7،29/534/1،24/6،27/1،29/4،21/8،27/5 

28/9،25،21/9،37/5،9/6،24/8،32/7،29/3،33/5،22/2،28/1،29/5،17/3،29/6،22/7 

25/4،30/2،29،26/8،33/3،34/5،23/9،36/8،28/7،33/2،23/6،23،29/2،34/8،37  

38/4،26/4،23/5،18/6،28/3،24 

  بست جدول توزيع فراواني به روش طبقه بندي مشاهداتمطلو

  

  حل •

  

  تعيين تعداد طبقه)1

K=1+3/3log50  = 1+3/3×1/69=6/6~7 

 

 

  تعيين دامنه تغييرات)2

2

1/0
=S  

                                       

      +0/05=38/45    17/3-0/05=17/25                              Xmax=38/4=     Xmin    

d=38/45-17/25=21/2        

 



 ٨

  تعيين عرض طبقه)3

 

                                             

= 3/02~3/1 
7

2/21
 = 

K

D
W =  

                 

 

  4 بود مي شد 3/2صدم است و تبديل به دهم شده ولي اگر2چون ▒

  
fi

17/25-20/35 2

20/35-23/45 7

23/45-26/55 10

26/55-29/65 17

29/65-32/75 3

32/75-35/85 6

35/85-38/95 5

50  
  تمرين •

  

   بلبرينگ ساخته شده توسط يك كارخانه بر حسب اينچ مي باشد50داده هاي زير قطر 

  
0/731 0/738 0/743 0/740 0/736

0/736 0/728 0/737 0/736 0/735

0/733 0/745 0/736 0/742 0/740

0/739 0/733 0/730 0/732 0/739

0/741 0/735 0/732 0/745 0/727

0/725 0/733 0/738 0/734 0/732

0/742 0/725 0/728 0/736 0/737

0/732 0/735 0/744 0/729 0/739

0/727 0/736 0/734 0/735 0/736

0/734 0/730 0/728 0/724 0/741  
  

  مطلوبست جدول توزيع فراواني به روش طبقه بندي مشاهدات)الف

  مطلوبست محاسبه پارمترهاي مركزي)  ب

  يمطلوبست محاسبه پارامترهاي پراكندگ)  ج

  



 ٩

  معيارهاي مركزي

  

  ميانگين)1

  

  )جدول توزيغ فراواني نداشته باشيم(اگر داده ها طبقه بندي نشده باشد

  

     
n

x

n

xxx i

i

n

∑
==

+++ 121 .....=X  

  )چه طبقه بندي باشد چه نباشد(اگر جدول توزيع فراواني داشته باشيم

  

n

fixi

X

k

i

∑
== 1  

  .خود مشاهده است xi دي نداشته باشيمدر صورتيكه طبقه بن*

   نشان دسته است،يعنيxiدرصورتيكه طبقه بندي داشته باشيم   *

  2 ÷حد پايين +حد بالا

  

  

  مثال •

  مطلوبست ميانگين نمره ها            

                                                                                                       

5/14        ميانگين نمره ها
6

87
===

∑
n

xf
X

ii                                 

  
Xi fi fi xi

10 1 10

12 2 24

17 1 17

18 2 36

6 87  
  .صورت مثال ها در جلسات قبل مطرح شده است ▒

��� ���� 
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23
2

5/255/20

9/36875/36
40

1475

=
+

=

≈===
∑

iX

n

xifi
X

    

  
fi xi xi fi Fi

20/5-25/5 3 23 69 3

25/5-30/5 6 28 168 9

30/5-35/5 10 33 330 19

35/5-40/5 8 28 304 27

40/5-45/5 6 43 258 33

45/5-50/5 5 48 240 38

50/5-55/5 2 53 106 40

40 1475  
  

                                                                                                                           

                                                              

  ميانه)2

  

  تعداد مشاهدات             اگر طبقه بندي نداشته باشيم                                            )الف

  

  
2

1+
=

n
mموقعيت داده ميانه ها  

  . ام ميانه استmداده 

  

  )ابتدا طبقه ميانه را پيدا كن(*اگر طبقه بندي داشته باشيم)ب

  

I
f

F
n

Lmed
i

i

×

−

+=
−1

2  

2

n                                        تعداد مشاهدات Lقه ميانه حد پايين طب  

1−iF                        فراواني تجمعي ماقبل ميانهfiفراواني بازده طبقه ميانه   

  

                                           Iعرض طبقه   



 ١١

ميانه نقطه اي است كه نصف مشاهدات سمت راست آن و نصف ديگر مشاهدات سمت چپ آن قرار *

  .گيرد

  

  براي الفمثال  •

  .ميانه داده هاي زير را بدست آوريد

               5     8    0   2    3    12   

    مرتب 

                0     2    3   5   8    12 

5/3
2

7

2

16

2

1
==

+
=

+
=

n
m موقعيت ميانه    

  

4                       ميانه است   3/5داده شماره 
2

53
=

+
     

  

  مثال براي ب   •

  

  
fi xi xi fi Fi

20/5-25/5 3 23 69 3

25/5-30/5 6 28 168 9

30/5-35/5 10 33 330 19

35/5-40/5 8 28 304 27

40/5-45/5 6 43 258 33

45/5-50/5 5 48 240 38

50/5-55/5 2 53 106 40

40 1475  
  

I
f

F
n

Lmed
i

i

×

−

+=
−1

2  

125/365
8

19
2

40

5/35 =×

−

  ميانه+
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  چاركها)3

  

  .      اگرداده ها طبقه بندي نباشد)الف

                                                                        N×
4

1
  )ام25صدك( Q1موقعيت  = 

                                   N=                            تعداد كل مشاهدات 

                                                                    N×
4

3
  )ام75صدك  (Q3موقعيت     = 

  

  .اگر داده ها طبقه بندي باشد)ب

  

  .رك اول و طبقه چارك سوم را پيدا مي كنيمابتدا طبقه چا ▒

  

I
fi

F
N

LQ
i

×

−

+=
−1

4  

  

4

N                    تعداد كل مشاهدات Fi-1 فراواني طبقه ما قبل  Q1        

                                                                                   Lبقه چارك اول حد پايين ط   

 I                                عرض طبقه fi   فرااني ساده طبقه Q1   

 

 

I
fi

F
N

LQ
i

×

−

+=
−1

3
4

3

  

Fi-1 فراواني طبقه ما قبل  Q3                                             fi   فرااني ساده طبقه Q3  

   

L                       حد پايين طبقه چارك سوم                        I             عرض طبقه   
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  مثال •

  

  Q1 طبقه                                                                                                                                 

                   

fi xi xi fi Fi

20/5-25/5 3 23 69 3

25/5-30/5 6 28 168 9

30/5-35/5 10 33 330 19

35/5-40/5 8 28 304 27

40/5-45/5 6 43 258 33

45/5-50/5 5 48 240 38

50/5-55/5 2 53 106 40

40 1475  
                                      

  Q3     طبقه                                                                                                                           

  

  

  

1040
4

1
=×                                                 3040

4

3
=×  

  دهمين داده كدام طبقه است؟                               سي امين داده كدام طبقه است؟

  

I
fi

F
N

LQ
i

×

−

+=
−1

4
                                   I

fi

F
N

LQ
i

×

−

+=
−1

3
4

3

  

  

  

315
10

940
4

1

5/301 =×

−−

+=Q                       435
6

2740
4

3

5/403 =×

−−

+=Q  
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  صدكها)4

  

  

  .اگر داده ها طبقه بندي نشده باشد)الف

  

  

P                               امموقعيت صدكn×p=  

  

  

  .اگر داده ها طبقه بندي شده باشد) ب

  

  

  

  I
f

FNp
L

i

i ×
−−

+
1

  ام    pصدك = 

  

  

I                                          عرض طبقه Nتعداد كل مشاهدات   

  

 Fi-1صدك                           تجمعي ماقبل fiفراواني ساده طبقه صدك   

  

                                      Lحد پايين طبقه صدك   
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 مثال •

  

          طبقه صدك بيستم                                                                                                        
fi xi xi fi Fi

20/5-25/5 3 23 69 3

25/5-30/5 6 28 168 9

30/5-35/5 10 33 330 19

35/5-40/5 8 28 304 27

40/5-45/5 6 43 258 33

45/5-50/5 5 48 240 38

50/5-55/5 2 53 106 40

40 1475  
    طبقه صدك هشتادم                                                                                                   

  

  محاسبه صدك بيستم و هشتادم؟

  

  حل •

  

I
f

FN
L

i

i ×
−−×

+
12/0

  صدك بيستم= 

  

0/2×40=8  

  

  داده هشتم در كدام طبقه قرار دارد؟

  

5/295
6

32/040
5/25 =×

−×
  صدك بيستم= +

  

                                                                                                                                                                                     

 

  



 ١٦

I
f

FN
L

i

i ×
−−×

+
18/0

  صدك هشتادم= 

  

0/8×40=32  

  

  داده سي ودوم در كدام طبقه قرار دارد؟

  

6/445
6

278/040
5/40 =×

−×
  صدك هشتادم= +

  

  

  )نما(مد)5

  

  اگر داده ها طبقه بندي نشده باشد) الف

  

  .در جدول توزيع فراواني داده اي كه داراي بيشترين فراواني است مد مي باشد ▒

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 ١٧

  شداگر داده ها طبقه بندي شده با) ب

  

  . ابتدا طبقه مد را معلوم مي كنيم

  

  

  I
dd

d
L ×

+
+

21

1

  مد= 

  

  

I                                      فاصله طبقه d1   اختلاف فراواني طبقه مد از طبقه قبلي    

  

d1+d2                اختلاف فراواني طبقه مد با طبقه بعدي L حد پايين طبقه مد   
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  مثال •

         طبقه مد                                                                                                 
fi xi xi fi Fi

20/5-25/5 3 23 69 3

25/5-30/5 6 28 168 9

30/5-35/5 10 33 330 19

35/5-40/5 8 28 304 27

40/5-45/5 6 43 258 33

45/5-50/5 5 48 240 38

50/5-55/5 2 53 106 40

40 1475  
  

  حل •

I
dd

d
L ×

+
+

21

1

  مد= 

  

 

8/335
24

4
5/30 =×

+
 مد= +

 

  

  )GM (ميانگين هندسي)6

  

n f

k

ff

i
kxxxMG ........... 21

21=  
nتعداد كل مشاهدات   

  

 

 

 

 

 

 

 

  



 ١٩

  مثال •

  : به صورت زير است59-67رشد سالانه اشتغال در جامعه اي بين سال هاي 

3،3/1،3/2،3/5،3/6،3/8،3/8،3/9،4 

 

 حل •

  

53/349/38/36/35/32/31/33 9

1

9 2 ==××××××× x   GM=  

  

  

  

  )هارمونيك(ميانگين همساز)7

  

k

k

H

x

f

x

f

x

f

n
X

+++

=

....
2

2

1

1
  

  

  مثال •

متوسط . روز تمام مي كنند16،12،8،10،6ك موسسه كاري را به ترتيب در مدت  نفر از كاركنان ي5تعداد 

  )ميانگين هارمونيك(تعداد روزهايي كه اين كار تمام شود چقدر است

  

  حل •

  

       3/9

16

1

12

1

8

1

10

1

6

1

5
=

++++

=HX                       

k

k

H

x

f

x

f

x

f

n
X

+++

=

....
2

2

1

1

  

 

 

  

  



 ٢٠

  ميانگين پيراسته)8

  

سپس داده هاي كمتر از ; ن ابتدا چارك اول و چارك سوم را بدست مي آوريمبراي محاسبه اين ميانگي

چارك اول و داده هاي بيشتر از چارك سوم را حذف مي كنيم و ميانگين داده هاي باقيمانده را بدست مي 

  .آوريم

  

  

  ميانگين ويزوري)9

  

ول ، خود چارك اول و به جاي داده هاي كمتر از چارك ا. ابتدا چارك اول و سوم را بدست مي آوريم

به جاي داده هاي بيشتر از چارك سوم ،خود چارك سوم را قرار مي دهيم،سپس ميانگين كل اعداد را 

 .بدست مي آوريم

  مثال •

  :كارگر صنعتي تحت آزمون قرار گرفته اند و اندازه هاي زير بدست آمده9

136/7،105/8،132/1،125،152/4،116/4،93/9،106/5،128/3 

 

  اسبه ميانگين پيراسته و ويزوري؟مطلوبست مح

  

 حل •

  

  مرتب مي كنيم

93/9،105/8, 116/4،132/1،125،128/3،132/1،136/7،152/4 

  

0/25×9=2/25~3                   Q1                         

0/75×9=6/75~7                   Q3  
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66/121
5

1/1323/1281255/1165/106
=

  ميانگين پيراسته= ++++

  

61/120
9

1/1321/1321/1323/1281254/1165/1065/1065/106
=

  ميانگين ويزوري =++++++++

 

 

  

  معيارهاي پراگندگي

  

  دامنه تغييرات)1

  

D=Xmax-Xmin  

  

 

  

  انحراف متوسط)2

 

n

XXf
k

i ii∑ ⋅
−

1   AD=  

 

 

  واريانس)3

  

( )
n

XX
k

i i∑ −
= 1.δ  

)                                                 توصيه استاد )2
1.

2

2
X

n

Xf
k

i ii
−=

∑
δ  

  

 

   معيار                 انحراف)4

  جذر واريانس

  



 ٢٢

  

  . خود مشاهده استXiدر صورتي كه داده ها طبقه بندي نشده باشد *

  . نماينده هر طبقه استXiدر صورتي كه داده ها طبقه بندي شده باشد  *

  

  مثال •

  
fi xi xi fi Fi fi  |xi-x¯ | x²i fi

3 23 69 3 3×| 23-36/9 |=41/7 (23²)×3=1587

6 28 168 9 6×|28-36/9|=53/4 4704

10 33 330 19 39 1089

8 28 304 27 8 11552

6 43 258 33 36/6 11094

5 48 240 38 55/5 11520

2 53 106 40 32/2 5618

40 1475 267/2 56965  
  

  حل •

  

  

  

68/6
40

2/267
=                          AD=

n

XXf
k

i ii∑ ⋅
−

1   AD=  

  

  

                                                                  ( )2
1.

2

2
X

n

Xf
k

i ii
−=

∑
δ     

( ) 51/6261/13625/14249/36
40

56965 22 =−=−=δ  

  

  

9/751/62 =⇒= δδ  
  

  



 ٢٣

  

 9/36=X  
  

  )ضريب تغييرات(پراكندگي نسبي)5

  

امعه اي كه هم ميانگين و هم انحراف معيارشان متفاوتند از ضريب تغييرات استفاده مي براي مقايسه دو ج

  .كنند

  

   

      
X

δ
    c.v= 

 

 مثال •

 برابر A عمر متوسط   B ;ونوعA نوع.  نوع لامپ توليد مي كند2يك توليد كننده لامپ تصوير 

  .ساعت است280وانحراف معيارآن برابر1495

توليد كننده در توليد كدام يك از اين .ساعت است310وانحراف معيار آن برابر1875 برابر Bمر متوسط ع

  )محاسبه ضريب تغييرات(دو لامپ موفق تر بوده

 

  حل •

  

    165/0
1875

320
. ===

B

B

B
X

vc
δ

                                           187/0
1495

280
. ==Avc      

  

  

%c.vA=0/187×100=%18/7                      %c.vB=0/165×100=%16/5  

  

  

  .  موفق تر بوده استBتوليد كننده در توليد لامپ *
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  كشيدگي) 6

 

( )
4

4

4

1

δ
α

xx
n

i −∑

=  

 

  . است3كشيدگي توزيع نرمال *

  

  

  چولگي)7

  

  

             پيرسون    
δ

��X
skp

−
=                         

( )
3

3

3

1

δ
α

xx
n

i −∑

= 

 

 

 

 

 

  α=0چولگي ندارد                            ;توزيع نرمال                                 

  

  α〉1/0 چولگي كم دارد            ; قابل چشم پوشي ;  توزيع به طور تقريبي  نرمال 

  

5/01/0                توزيع چولگي دارد                 〈〈α  

  

  α〉5/0توزيع شديدا چولگي دارد                              
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  مثال •

   تايي از اندازه نيروي پارگي نخ هاي كتان مي باشد50داده هاي زير يك نمونه 

21/2،27/3،20/6،25/4،36/9،28/3،33/7،29/534/1،24/6،27/1،29/4،21/8،27/5 

28/9،25،21/9،37/5،9/6،24/8،32/7،29/3،33/5،22/2،28/1،29/5،17/3،29/6،22/7 

25/4،30/2،29،26/8،33/3،34/5،23/9،36/8،28/7،33/2،23/6،23،29/2،34/8،37  

38/4،26/4،23/5،18/6،28/3،24 

 دگيمحاسبه پارمترهاي پراكن)بمحاسبه پارامترهاي مركزي                         )الف

  

  حل  •

  

  

 

 

           1/28
5

1405
==

∑
=

n

fx
x ii

         ,       8/18
2

35/2025/17
=

+
=ix1(  ميانگين  

 

 

64/271/3
17

19
2

50

55/26 =×

−

+=med      ,           I
f

F
n

Lmed
i

i

×

−

+=
−1

  2(    ميانه 2

  

  

53/241/3
10

9
4

50

45/231 =×

−

+=Q,        I
fi

F
N

LQ
i

×

−

+=
−1

4
  3(چارك اول      

  

x fi Fi xi fi xi fi | xi-x¯| fi x²i (Xi-x¯³)

17/25-20/35 2 2 37/6 18/8 18/6 706/8 804/357-

20/35-23/45 7 9 153/3 21/9 43/4 3357/2 238/328-

23/45-26/55 10 19 25 25 31 6250 29/79-

26/55-29/65 17 36 477/7 28/1 0 13423/3 0

29/65-32/75 3 39 93/6 31/2 9//3 2920/3 29/7

32/75-35/85 6 45 205/8 34/3 37/2 7058/9 238/32

35/85-38/95 5 50 187 37/4 46/5 6993/8 804/3

50 1405 186 40710/5 0
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5/12
4

50
  ▒             چارك اول                     =

  

   2/311/3
3

3650
4

3

65/293 =×

−×

+=
i

Q , I
fi

F
N
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i

×
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+=
−1

3
4

3

  4( چارك سوم  

  

5/13750
4

3
  ▒              چارك سوم               ×=

  

  

  

          ,             n×p=0/31×5=15/5I
f

FNp
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i

i ×
−−

+
1

  5(ام pصدك = 

  

  

46/251/3
10

95/15
45/23 =×

−
  ام31صدك  = +

  

 58/271/3
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1017
55/26 =×
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−
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d
L ×

+
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  6(مد = 

  

  
50

186
=  

n

XXf
k

i ii∑ ⋅
−

1   AD=    7(متوسط انحرافات   

  

           ( ) 6/241/28
50

5/40710 22 =−=δ    ,( )2
1.

2

2
X

n

Xf
k

i ii
−=

∑
δ  8(واريانس 

  

    96/46/24 ==δ             9(انحراف معيار  
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         1/004/01
96/4

58/271/28
≈=

−
=skp,    

δ

��X
skp

−
  10( چولگي پيرسون =

  

  .مقدار چولگي كم است ▒

  

  

                         17/0
1/28

96/4
=        ,           c.v= 

X

δ
 c.v= 11( ضريب تغييرات  

  

  درصد ضريب تغييرات%17=100×%0/17                

  

  

  

0
)96/4(50

0
33 =

×
=α     ,      

( )
3
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1

δ
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i −∑

  12(  چولگي عادي =

  

  چولگي ندارد;توزيع نرمال  ▒

  

  

    

  

  

  

  

 

 

 

  

  



 ٢٨

  نمودارهاي آماري

  

  ايميله )1

  .،محور فراواني است)عمودي(yو محور )يا خود مشاهده يا نشان دسته(،حور مشاهدات)افقي(xمحور 

  

0
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200

250

X1(12) X2(15) X3(18) X4(20)

                             

xi fi

12 2

15 1

18 2

20 1  
  

  

  

  )هيستوگرام(مستطيلي )2

  .داين نمودار فقط براي داده هاي طبقه بندي شده به كار مي رو

  ) قرار مي دهيمxحدود پايين طبقات را روي محور(محور مشاهدات استxمحور
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X1(20/5) X2(25/5) X3(30/5) X4(35/5)

                     

xi fi

20/5-25/5 2

25/5-30/5 3  
  

  

  



 ٢٩

  )پلي گون(چند ضلعي)3

  .از روي نمودار ميله اي ومستطيلي ساخته مي شود

 به هم وصل كنيم و در نمودار مستطيلي وسط اضلاع را به كافي است در نمودار ميله اي سر نمودار را

  .هم ديگر وصل كنيم
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X1(20/5) X2(25/5) X3(30/5) X4(35/5)

  
  

  

  منحني فراواني)4

تعداد مستطيل ها زياد مي شود و به دنبال آن نمودار پلي . در صورتي كه تعداد مشاهدات زياد باشد

  .ظاهر شكل منحني مانند استگون هم از نقاط شكسته زيادي تشكيل خواهد شد كه 
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0 2 4 6
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  دايره اي)5

  .اين نموداربسشتر براي داده هاي كيفي به كار مي رود

  .به اين ترتيب كه نسبت هر مشاهده كيفي را روي دايره نشان مدهد

360×=
n

f
d i

i  

  مثال •

  .انددر كارخانه اي كالاها بر اساس كيفيت توزيع شده 

  مطلوبست نمودار دايره اي  

  صورت سوال*
����� fi fc di(در��)

�� 10 ⅛ ⅛×360=45

����� 30 ⅜ ⅜×360=135

��ب 40 1÷2 1÷2×360=180

80  

  
  )خوب(آبي)    بد(قرمز)   متوسط( نارنجي
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  :نويسنده

  )دانشگاه رودهن, استاد آمار و كاربرد آن در مديريت (  ويدا شنتيا 
  

  

  

  

  :تهيه و تنظيم

 

www.AccountAncy.ir  
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 بخش دوم

 

  حتمالا

  

  . جمع آوري داده هايي كه پيشامد هاي آن متفاوتندآزمايش

  

  .مجموعه اي است از تمام حالت هاي ممكن يك آزمايش(S) فضاي نمونه

  

  .تك تك اعضاي فضاي نمونه را پيشامد ساده مي گويند )e(پيشامد ساده

  

پيشامد مركب فضاي نمونه مجموعه اي است از تعدادي پيشامد ساده،بزرگترين E)(پيشامد مركب

  .است

  

  

  

      =E                                      خ   =Sآزمايش پرتاب يك سكه     خ ، ش   

  

   

  

  

   =S=                       1،3،5   E  1،2،3،4،5،6آزمايش پرتاب يك تاس     

  

  

  

  

     =E)   ش،ش) (خ ،خ    ( =S)  خ،ش) (ش،خ) (ش،ش) (خ ،خ(آزمايش پرتاب دو سكه  

  

    



 ٢

  

  =S     )خ خ خ) (خ خ ش) (ش خ خ)  (خ ش خ) (خ ش ش(آزمايش پرتاب سه سكه    

  )ش ش خ) (ش خ ش)  (ش ش ش  (                                       

                      

 =E     ) خ ش ش)   (خ خ ش        (                                                             

 

   

 

 

  Nsتعداد اعضاي فضاي نمونه  

   

  روش اول

                                        

n.       در صورتيكه هر آزمايش دو حالتي باشد                                                         

sN 2=     

                                                               

  

Ns)در صورتيكه هر آزمايش سه حالتي باشد    )تعداد اعضاي فضاي نمونه      .n

sN 3=  

  

  

                                                

n    .     حالتي باشدm هر آزمايش در صورتيكه                                                   

s mN =  

  

  دومروش 

  

        هرگاه چندين آزمايش پي در پي انجام شود،به طوريكه آزمايش اول به : قاعده ضرب

n1آزمايس دوم به  طريق ،n2طريق در اين صورت فضاي نمونه برابر با صورت حاصلضرب  

n1×n2×…. Ns=  

                                                                                                                                                                                                                                   

   



 ٣

  مثال •

  .نمونه و خود فضاي نمونه را بنويسيددر آزمايش پرتاب يك سكه و تاس تعداد فضاي 

  

  

  )   1ش ) (2ش ) (3ش ) (4ش ) (5ش ) (6ش ) (1خ  ) (2خ  ) (3خ ) (4خ ) (5خ ) (6خ (

  

  

  ه احتمال در حل مثال هابمحاس

  

  .حالتيكه شانس حالات مختلف هر آزمايش مساوي باشد)1

e                                        
   ؟--------حتمالا--------در آزمايش

                                                                                          ------   -----   E=    

  

  

                                                                                                                           

                                                                                         
s

e

N

N
EP =)( 

Ne تعداد اعضاي پيشامد مركب Eتعداد حالات مساعد ،   

Nsتعداد اعضاي فضاي نمونه ، تعداد حالات ممكن   

  

 مثال •

  . باشد4ه حداقل در آزمايش پرتاب يك تاس احتمال اينكه عدد روي وج

  

                                                                                                      4،5،6 E      

 
2

1

6

3
)( ===

s

e

N

N
EP                         

  



 ٤

 مثال •

  .در آزمايش پرتاب يك تاس احتمال اينكه وجه فرد باشد

  
2

1

6

3
)( ===

s

e

N

N
EP                                 1،3،5        E             

  

 

  

  مثال •

  سكه2در آزمايش پرتاب 

  احتمال اينكه سكه اول هميشه شير بيايد)احتمال اينكه هر دو سكه يك جور بيايد    ب)الف

  

  

)                 ش ش) (خ خ     ()الف
2

1

4

2
)( ===

s

e

N

N
EP              422 ==sN           

  

  

)                           ش ش) (خ ش        ()ب
2

1

4

2
)( ===

s

e

N

N
EP       

 

  

  .حالتيكه شانس حالات مختلف هر آزمايش مساوي نباشد)2   

e                                        
   ؟--------احتمال--------در آزمايش

                                                                                       e1,e2,…..     E=   

  

  

P(E)=P(e1)+P(e2)+…….. 
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  مثال •

  .باشد7/0 فرزندي در صورتيكه شانس دختر بودن هر فرزند3در خانوادهاي 

  

  احتمال اينكه هر سه فرزند يك جنس باشند چقدر است؟)الف

  

                                                                                  E      )د د د) ( پپ پ   (

  

  

                                                                                         E(P =(P)د د د +(P)پ پ پ         (0/7×0/7×+0/7 0/37=0/3×0/3×0/3    

  

  

   پسر داشته باشيم؟ 2احتمال اينكه حداقل )ب

  

  E)    د پ پ) (پ پ د) (پ پ د) (پ د پ) (پ پ پ   (

  

  

  P=PE)د پ پ(P+)پ پ د(P+)پ د پ+(P)پ پ پ(

  

0/3×0/3×0/7+0/7×0/3×0/3+0/3×0/7×0/3+0/3×0/3×0/3=0/21 

   

  احتمال انكه حداكثر يك پسر داشته باشيم؟)ج

  

  E    ) د د پ) (د پ د) (پ د د) (د د د(

  

  P=PE)د د پ(P+)د پ د(P+)پ د د+(P)د د د(

  

0/3×0/7×0/7+0/7×0/3×0/7+0/7×0/7×0/3+0/7×0/7×0/7 



 ٦

 مثال •

  

  . ر وجه زوج باشدبراب2دو تاس را پرتاب مي كنيم در صورتيكه شانس آمدن هر وجه فرد 

  .احتمال اينكه هر دو تاس يك جور بيا يد)الف

  . باشد4احتمال اينكه تاس اول عدد يك و تاس دوم بيشتراز)  ب

  .باشد4 احتمال اينكه جمع اعداد روي دو تاس حداكثر)  ج

  

                                                      1،2،3،4،5،6 

2a+a+2a+a+2a+a=1   

     
2

1
=a       9a=1          

  

                
9

                 P)هر وجه زوج=(1
9

    P)هر وجه فرد =(2

  

  )الف
  

(1،1) (2،2) (3،3) (4،4) (5،5) (6،6)       E  

  

  

P(5،5)+ P(6،6))+4،4(P) +3،3 (+P(2،2)+P)1،1(P=PE  
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9
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=×+×+×+×+×+×  
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  )ب
  

(1،5) (1،6) E    

  

  

   
81

6

9

1

9
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9
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9

2
=×+×+P(1،6)                   )1،5(P=PE  

  

  )ج
  

(1،3) (3،1) (2،2) (2،1) (1،2) (1،1)      E  

  

  

P(1،2)+ P(1،1))+2،1(P) +2،2 (+P(3،1)+P)1،3(P=PE  
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1

9

1
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9
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9
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9

2
=×+×+×+×+×+×  

 

  شتراك پيشامدهاي مركباجتماع و ا

 

 

 مثال •

  

  . همه از يك جنس باشندH دختر و2 كمتر از G فرزندي اگر پيشامد 3در خانواده اي 

    HUG و H∩Gاحتمال

  

  حل •

  

  G  )  پ پ د) (د پ پ) (پ د پ) (پ پ پ  (                                              



 ٨

  

     H)   د د د) ( پ پ پ       (                                                                     

  

  

  

  

    HUG)      پ پ د) (د پ پ) (پ د پ) (پ پ پ) (د د د                      (

  

8

5
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5
)(

3
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S

G

N

HN
HGP

U
U  

  

  

  

  H ∩G)   پ پ پ          (                                                                 

  

  

8

1

2

1
)(

3
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S

G

N

HN
HGP

I
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  قانون جمع احتمالات

  

)()()()( BAPBPAPBAP IU −+=  

  

  قانون متمم

  

1)()( =+ EPEP  

  



 ٩

  دو پيشامد ناسازگار

  

A و Bناسازگارند اگر ΟA∩B=باشد .  

  بنابر اين    و P(A∩B)=0در اين صورت 

)()()( BPAPBAP +=U  
  

  مثال •

  نفر در كنكور شركت كنند،احتمال اينكه حداقل يكي از آنها قبول شودچقدر است؟5

  

  حل •

  

     E     )ررررر                                                              ( 

  

  

32

1

2

1
)(

5
===

S

E

N

N
EP  

  

          
32

31

32

1
1)( =−=EP             1

32

1
)( =+EP                 1)()( =+ EEP  

    

  

بنابر اين حداكثر رو پيدا كرد كه در اون همه . اگر مي خواست حداقل رو پيدا كنه خيلي طول مي كشيد ▒

  . استE متمم Eكه همه رد بودند و . كوچكتر از يك مي شد
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 مثال •

  .در دانشكده پسران به نسبتهاي زير در رشته هاي ورزشي مختلف فعاليت دارند

  %30، فوتبال و بسكتبال هردو%  50از تمام پسران ، بسكتبال % 60فوتبال 

  .اگر پسري به تصادف انتخاب شود

  )دو ورزش را انجام دهداحتمال اينكه حداقل يكي از (فوتبال يا بسكتبال بازي كند)الف

  .احتمال اينكه هيچ ورزشي نكند)  ب

  

  حل •

  

  p(f)=0/6                        از تمام پسران                             %  f  (60(فوتبال 

  

  p(b)=0/5                       از تمام پسران                           % b  (50(بسكتبال

 

 p(f∩b)=0/3                        از تمام پسران                ) f∩b(كتبالفوتبال و بس

  

  

)(? )الف =bfp U  

)()()()( bfpbpfpbfp IU −+=  
  

3/05/06/0)( −+=bfp U  
  

8/0)( =bfp U  
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   ?=p(E))ب
  

Eام دهدحداقل يكي از دو ورزش را انج(ورزش كند( )( bf U  

  

)()( EPbfP =U  
  

8/0)( =EP  
  

1)()( =+ EPEP  
  

18/0)( =+EP  
  

P(E)=1-0/8=P(E)=0/2  
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  احتمال شرطي 

  

                                       A                              B 

  ؟______رخ داده احتمال______پيشامد______در آزمايش 

  

)(

)(
)(

AP

ABP
ABP

I
M =  

 

 

  مثال •

  .تا است2در خانواده اي كه سه فرزند دارد فرض كنيد معلوم شده است تعداد دختران كمتر از 

  احتمال اينكه هر سه فرزند از يك جنس باشند چقدر است؟

  4/0س دختر بودنشان)ب              5/0شانس پسر بودن)الف

  

 حل •

  

                                             P)د=(P  0/5) پ = (0/5 )الف
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  E)     د د د) (پ پ پ                                   ( E∩H)   پ پ پ          (
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 ١٣

4

1

8

4
8

1

)( ==HEP M 

 

    P)د=(P  0/4) پ = (0/6 )ب

             

  

          H)      پ پ د) (پ د پ) (د پ پ) (پ پ پ                      (

  

  

2

1

2

4
)(

3
===

S

H

N

N
HP  

  

        

  E)     د د د) (پ پ پ                                   ( E∩H)   پ پ پ          (

  

        

  

   =P P(H))پ پ د +(P)پ د پ+ (P)د پ پ+(p) پ پ پ                                 (

  

0/4×0/6×0/6+0/6×0/6×0/4+0/6×0/4×0/6+0/6×0/6×0/6=0/36      

 

 

 )P(E∩H)=P      پ پ پ(       

              6/0
36/0

216/0
)( ==HEP M                                                                   

P(E∩H)= 0/6×0/6×0/6=0/216         

  

  



 ١٤

  مثال •

 همه در اين  احتمال اينكه; نفر اعلام كردند كه حداكثر يك نفر قبول مي شود5در آزمون وكلا از بين 

  آزمون رد شوند چقدر است؟

  

 حل •

  

  

  

    A) ررررر                                                                                                 ( 

  

  

  

  B)    ررق رر) (رق ررر) (ررررر) (ررررق) (ق رررر) (رررق ر                          (

 

  

  

             A∩B )ررررر                                                                                   (        

  

  

  

       
32

6
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 ١٥

  فرمول كاربرد احتمال شرطي

  

  

)()()(
)(

)(
)( BAPBPBAP

BP

BAP
BAP MI

I
M ×=⇒=  

  

)()()(
)(

)(
)( ABPAPABP

AP

ABP
ABP MI

I
M ×=⇒=  

  

  

 ار هم مستقل نباشند به عبارتي به يكديگر وابسته باشند احتمال اشتراك آنها BوAدر صورتيكه دو پيشامد  ▒

  .را از يكي از دو فرمول بالا به دست مي آيد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ١٦

  مثال •

 لامپ به 2اگر براي چراغ سقف . ده اند لامپ سالم مخلوط ش6سه لامپ معيوب به طور غير عمدي با 

  /تصادف انتخاب شود

  احتمال اينكه هر دو سالم باشد؟)الف

  احتمال اينكه اولي سالم و دومي معيوب باشد چقدر است؟)ب

   احتمال اينكه يكي معيوب و يكي سالم باشد چقدر است؟)ج

  

  حل •

  

   لامپ9=   لامپ معيوب  3 لامپ سالم ، 6

  

  

  

   E)  س س(                                                                                    )الف

  

  

                            
8

5

9

6
 E(P =(P) س س=( P)اولي س (× P)  دومي س|اولي س =(×

  

  . لامپ سالم يكي را قبلا كم كرده است6چون از ) دومي س( ▒

  

  

  

  

    E)   س س(                                                                                      )ب

  

  



 ١٧

              
8

3

9

6
   E(P =(P) دومي س اولي س=( P)اولي س (× P)  دومي م|اولي س =(×

 

  

  

   E)   م س) (س م(                                                                               )ج

  

  

  

  P (E )=P )م س+(P)س م                                                                        (

             

  P)اولي س (× P)  دومي م|اولي س (+ P)اولي م (× P)  دومي س|اولي م(

   

  

  

8

6

9

3

8

3

9

6
×+×  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ١٨

  مثال •

مهره اي را به طور تصادف از ظرف خارج مي كنيم و به .  مهره سفيد است7 مهره قرمز و 5ي حاوي ظرف

 مهره به رنگ ديگر در داخل ظرف مي اندازيم و سپس مهره دوم را از ظرف بيرون مي آوريم ؛ 2جاي آن 

  هر يك از اين احتمالات را به دست آوريد؟

  .   احتمال اينكه هر دو مهره همرنگ باشد )الف

           .احتمال اينكه هر دو مهره سفيد باشد در صورتي كه بدانيم هر دو همرنگ هستند )ب  

  

 حل    •

  

  P (E )=P )اولي ق|دومي ق                                                                        ( )الف

             

12/0
13

4

12

5
  P)اولي ق (× P)  دومي ق|اولي ق= ( ×=

  

  

  P (E )=P )اولي س|دومي س                                                                        (      

             

26/0
13

6

12

7
  P)اولي س (× P)  دومي س|اولي س= ( ×=

   

  P)اولي ق (× P)  دومي ق|اولي ق +(P)اولي س (× P)  دومي س|اولي س (

38/026/012/0 =+=  

  )ب
  P (E )=P )اولي س|دومي س (0/26=

  

  P)س س + (P)ق ق(0/38=

  

68/0
38/0

26/0
=  



 ١٩

  جايگشتها

  

  

  )ترتيب مهم است(ترتيب

  

  n×n-1×….(n-r +1( راه اول                                                                             

  

  

  راه دوم

)                                                                    شيnشي از  r بانتخا (
)!(

!

rn

n
P

n

r
−

=  

  

 

 

 

  مثال •

  .  صندلي بنشينند3 نفر انتخاب كرد به طوري كه روي 50سه نفر را به چند طريق مي توان از بين 

  

  حل •

  

           48×49×50                                                                  راه اول                                         

  

  

  راه دوم  

  

                               484950
!47

!47484950

!47

!50

)!350(

!5050

3 ××=
×××

==
−

=P  

                                                            

  



 ٢٠

  

  مثال •

  به چند طريق مي توان جوايز اول،.ركت مي كنندپانزده نفر در يك مسابقه دوچرخه سواري ش

  دوم،سوم را بين افراد شركت كننده در مسابقه اهدا كرد؟

  

  حل  •

  

  13×14×15راه اول                                                                                    

  

  

131415راه دوم                                
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!12131415
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!15

)!315(

!1515

3 ××=
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  )ترتيب مهم نيست(تركيب
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     تركيب انتخابrشي از  n شي  

  

  

  مثال •

 مهندس 2 مهندس عمران و 3 نفري مركب از 5 مهندس مكانيك چند كميته 4 مهندس عمران ،5از بين 

  مكانيك ميتوان تشكيل داد؟

  

  حل •
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 ٢١

  مثال •

 كتاب سال دوم را در يك قفسه چيد 6 كتاب از 4 كتاب سال اول و 5 كتاب از 3به چند طريق مي توان 

  بطوري كه كتاب هاي سال اول سمت چپ كتاب هاي دوم باشد؟

  

  حل •
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  مثال •

بدون  مهره با هم و 4اين ظرف از . مهره سبز وجود دارد4 مهره سفيد ، 2 مهره سياه و 3درون ظرفي 

  . خارج مي كنيمجايگذاري

  .      احتمال اينكه دو مهره سياه خارج شده باشد)الف

  .   احتمال اينكه دو مهره سفيد و يك مهره سبز خارج شود)ب

  .   احتمال اينكه دو تاي اول سياه باشد)ج

 .    احتمال اينكه دو تاي اول سفيد و آخري سبز باشد)د

  

  حل •
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  مثال •

درباره برنامه . عضو است15يك كميته مشورتي كه درباره اصلاح وضع زندان ها مطالعه مي كند مركب از 

  . نفر بي طرف هستند2 نفر مخالف و 4 نفر موافق ،9خاصي 

  .زيند نفر را به طور تصادفي از اين كميته برگ3خبرنگاري علاقه مند است 

  .احتمال اينكه دو نفر اول موافق و نفر سوم مخالف باشند)الف

  .احتمال اينكه دو نفر مخالف و يك نفر موافق باشند)  ب

  .  احتمال اينكه هر سه نفر موافق باشند)ج

  . احتمال اينكه هر سه نفر بيطرف باشند)  د

  . احتمال اينكه حداقل دو نفر موافق برنامه باشند چقدر است)  ه

  

  حل •
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را )استخراج بدون جايگذاري(به طور كلي آزمايشهايي كه از هم مستقل نباشند يعني به هم وابسته باشند ) ه

  ق حل كرد طري2مي توان به 

  

     P(A∩B)=p(A)×P(B|A) از راه فرمول كاربرد احتمال شرطي                   ) 1

  

از راه )2
S

E

N

N
EP  را مي توان  با توجه به مسئله از فرمول هاي ترتيب و تركيب استفاده NS و NE كه )(=

 .كرد

 

  )  نباشد نفر موافق و نفر سوم مخالف 2احتمال حداقل ( نفر 3انتخاب 

   نفر15=  بي طرف 2 مخالف، 4 موافق، 9

  

  

  راه اول

  

    P) نفر موافق2حداقل = (P) نفرموافق2+(P) نفر موافق3(
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  راه دوم

  

  

  E)     مخالف موافق موافق) (موافق موافق مخالف) (موافق مخالف موافق) (موافق موافق موافق( 

  

  

  

    P)مخالف موافق موافق(P+)موافق موافق مخالف+(P)موافق مخالف موافق+(P)موافق موافق موافق (
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  .  مخرج مشترك گرفته است▒ 13×14×15
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  مثال •

 روي آنها نوشته شده با قرار دادن اين كارتها به 1تا6 كارت وجود دارد كه شماره هاي 6كنيم فرض 

  . رقمي ساخته مي شود6ترتيبهاي مختلف شماره هاي 

  . رقمي زوج باشد6 احتمال اينكه اين عدد )الف

  )در صورتي كه عدد سه رقمي باشد. ( باشد300احتمال اينكه بزرگتر از )   ب

  

 حل  •

  

  )الف
5×4×3×2×1=NE=360 
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  )ب
__ __ __ 

1 × 1× 5  =5           300 

                                                20+5=25 

__ __ __ 

1 × 5 ×4  =20         310  

  

  

n* نفر به n!طريق كنار هم مي نشينند .  

n* نفر به )n-1! ( نشينندطريق مي توانند دور يك ميز ب.  

  

  



 ٢٦

  مثال •

   نفر به چند طريق مي توانند دور يك دايره بنشينند؟3

  

  حل •

  

  !2طريق يعني  ) !3-1(

  

  

  

  مثال •

   نفر را دور يك ميز نشاند به طوري كه دو نفر خاص هميشه كنار هم باشند؟5به چند طريق مي توان 

  

  حل •

  

(4-1)!×2!=3!×2! 

  

  

  

  مثال •

 انگليسي را كنار هم قرارداد به طوري كه هم مليت ها كنار هم 2  آلماني و4 ايراني،3به چند طريق مي توان 

  بنشينند؟

  

  حل •

3!×2!×4!×3! 

  

  

  

  



 ٢٧

*n شي داريم كه به k گروه تقسيم شده اند ، به طوري كه r1 ،شي مثل هم r2،شي مثل هم ......  

   شي به صورت زير مي باشدnتعداد كل حالات قرار گرفتن. شي مثل هم باشندrkو

  

!!.....!

!

21 krrr

n  

 

  

  مثال •

 پرچم سبز، 4 پرچم كه در يك خط راست قرار گرفته و شامل 12چند علامت مختلف كه هر كدام شامل 

  .پرچم سفيد مي باشد3 پرچم قرمزو5

  مي توان تهيه نمود كه پرچمهاي همرنگ يكسان هستند؟

  

  حل •

!5!3!4

!12
  

  

  مثال •

  به طوريكه.  مي توان نوشتچند كلمه سه حرفي با حروف كلمه كتاب

  . تكرارحروف مجازباشد)ب.       تكرارحروف مجازنباشد)الف           

  

  حل •
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1234

!1

!4

!34

!44

3 ×××==
−

=P)    الف  

  

  

34
444

=
×××
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  تحليل بيز
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CEPCPCEPCPCEPCP

CEPCP
ECP

MMM

M
M

+++×+×

×
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  مثال •

  فارغ تحصيل % C1(،50رده(تحصيل دبستانفارغ % 40فرض كنيد از نيروي كار جامعه اي 

  . باشند)C3(فارغ التحصيل دانشكده% 10و ) C2(دبيرستان

% 2بيكارند و در بين دانشكده ها % 5بيكار ، در بين دبيرستاني ها % 10در بين فرغ التحصيلان دبستان 

  :اگر از نيروي كار فردي به تصادف انتخاب شود. بيكارند

  .ر باشد احتمال اينكه بيكا)الف

  . اگر فرد انتخاب شده بيكار باشد احتمال اينكه او فارغ التحصيل دانشكده باشد)ب  

  

 حل •

  

P(C1)=40 %             10بيكار                  % 10                فارغ التحصيل دبستان%P(E|C1) =     

  

P(C2)=50 %         5يكار                   ب % 5                فارغ التحصيل دبيرستان%P(E|C2) =     

  

P(C3)=10 %          2بيكار                   % 2                  فارغ التحصيل دانشكده%P(E|C3) =    
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  E= بيكار

 

  )الف
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 ٣٠

  مثال •

توليد كارخانه اول در هفته دو .  كارخانه توليد يخچال به رقابت پرداخته اند3فرض كنيد در شهر تهران 

مي دانيم از .برابر توليد كارخانه دوم و توليد كارخانه سوم در هفته سه برابر توليد كارخانه اول است

همچنين .معيوب هستند% 4و در كارخانه سوم % 5انه دوم ، در كارخ% 2يخچالهاي توليدي در كارخانه اول 

  :مطلوبست.همه يخچال هاي تهران از اين سه كارخانه توليد و مصرف مي شود

  احتمال اينكه يخچالي كه  به تصادف خريداري شده و معيوب است از توليدات كارخانه اول باشد؟

  

 حل  •

 

2a)=كارخانه دوم(2P)=كارخانه اول(P  

6a=3×2a)=خانه اول كار(3P)=كارخانه سوم(P  

  P)كارخانه اول +(P)كارخانه دوم+(P)كارخانه سوم=(1

9

1
=a  2a                + a                  + 6a            =9a=1         

  

9

                P)كارخانه سوم=(6
9

                  P) دومكارخانه=(1
9

     P)كارخانه اول=(2

  

  

P(1)  = 
9

  M)           (P(M|1)=0/02 معيوب0/02                          محصولات از كارخانه اول  2

  

P(2)  = 
9

  M)           (P(M|2)=0/05 معيوب0/05                    محصولات از كارخانه دوم        1

  

P(3)  = 
9

  M)          (P(M|3)=0/04 معيوب0/04                    محصولات از كارخانه سوم       6
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  مثال •

در . مهره سفيد موجود است3ه سياه و  مهر2 مهره قرمز ،10 جعبه موجود است در جعبه اول 3فرض كنيد 

  . مهره سياه موجود است1 مهره سفيد و 2 مهره قرمز، 5جعبه دوم 

مهرهاي به تصادف از يكي از جعبه ها .  مهره سياه موجود است7 مهره سفيد و 1 مهره قرمز، 4در جعبه سوم 

  :بر مي داريم

  . احتمال اينكه مهره انتخابي قرمز باشد)الف

  .اينكه مهره انتخابي سفيد باشد احتمال )ب  

  . احتمال اينكه مهره انتخابي سياه باشد)  ج

  . اگر مهره انتخاب شده قرمز باشد احتمال اينكه از جعبه دوم انتخاب شده باشد)د   

  

 حل •

  

  G)(قرمز) الف 

  

)3()2()1()( III GPGPGPGP ++=  

)3()3()2()2()1()1( MMM GPPGPGPP ×+×+×  
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  )S( سفيد)ب

)3()2()1()( III SPSPSPSP ++=  

)3()3()2()2()1()1( MMM SPPSPSPP ×+×+×  
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  )B( سياه)ج
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 ٣٣

  مثال •

از ماشينهايي كه دودزا هستند     % 5. دودزا نيستند از ماشينهاي شهر    % 75و. از ماشينهاي شهر دودزا هستند    % 25

ماشـيني بـه تـصادف      .ازماشينهايي كه دودزا نيستند داراي اشكال فني نيستند       % 25داراي اشكال فني نيستند و      

  :انتخاب مي شود

  احتمال اينكه داراي اشكال فني نباشد چقدر است؟ ) الف

  چقدراحتمال دارد كه دودزا باشد؟. نيست اگر بدانيم ماشين انتخاب شده داراي اشكال فني )  ب

  

 حل •

 

  )الف
  

Eداراي اشكال فني نباشد .  

C1دودزا باشد .  

C2دودزا نباشد .  
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 ٣٤

  

  گسسته                                

   )X(متغير تصادفي 

  وسته   پي                               

  

  

  متغير تصادفي گسسته

  

  )X(P((تابع احتمال گسسته

)()(         )    X))x(Fتابع احتمال تجمعي  xXPxF ≤=  

  

  احتمال مشاهدات قبلي+ تابع احتمال تجمعي برابر است با احتمال هر مشاهده �

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ٣٥

  مثال •

  . تعداد پسران باشدxدر خانواده سه فرزندي اگر 

  xتابع تجمعي  )ب x      تابع احتمال )الف

  

 حل •

X P(X) F(x)

0 1 1

8 8

1 3 4

8 8

2 3 7

8 8

3 1 8

8 8

  )X))X(Pجدول توزيع احتمال   1

  

8

  X=0 P)=(p)د د د=(1

  

8

  P=P(X=1))    د د پ) (پ د د) (د پ د=   (3

  

8

  P=P(X=2)    )د پ پ) (پ پ د) (پ د پ=   (3

  

  

8

  P=P(X=3))    پ پ پ(   =   1

  

  

  

  

  

  



 ٣٦

  مثال •

  . به صورت زير باشدXاگر جدول توزيع احتمال متغير تصادفي 

  . را بيابيدaمقدار )الف

  . را بدست آوريدxميانگين و واريانس )ب

  

  

 حل •

X f(x)

1 a²

2 2a

3 3

4

4 1

4

1  
 

            a=0      ق                  )الف
0)2(02
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 ٣٧

  ميانگين و واريانس متغير گسسته

  

  

ii

ii XxPfX
n

xf
X ×=→

∑
= ∑ )(  

  

  

22

2

2 )()(
)(

XXxPf
n

xxf
ii

ii −×=→
−∑

= ∑δδ  

  

  

222

2

2 )( XXxPf
n

xf
ii

ii −×=→
∑

= ∑δδ  

  

      )ب

                

X f(x) x×f(x) X²×f(x)

1 0 0 0

2 0 0 0

3 3 9 27

4 4 14

4 1 4 16

4 4 4

13 43

14 4  
  

16

3

)
4

13
(

4

43

))((

2

22

222
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δ

δ

δ Xxxp ii

  

  

  

  

  



 ٣٨

  مثال •

.  اگر يك شير بيايد يك تومان و اگر دو شير بيا يد دو تومان بگيردسكه سالم را پرتاب مي كند2شخصي 

  .اين شخص را حساب كنيد) ميانگين(اميد رياضي.  تومان مي دهد5اگر شير ظاهر نشود 

  

 حل •

 
X(د��) P(x) X×P(x)

1 1 1

2 2

2 1 2

4 4

-5 1 -5

4 4

-1

4  
  

2

1

4

2
  P(X=1)= P )يك بار شير( P=   ) خ ش) (ش خ   (==

  

  

4

1
  P(X=2)= P )دو بار شير(   P=) ش ش     (=

  

  

4

1
 P(X=-5)= P )اصلا شير نيايد(   P=) خ خ     (=

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ٣٩

  مثال •

  . وجود دارد1،2،3،4 مهره با شماره هاي 4م كه درون هر كدام  ظرف داري2فرض كنيد 

   را قدر مطلق تفاضل شمارهxمتغير تصا دفي .از هر ظرف يك مهره بيرون مي آوريم

   را بدست آوريد؟xميانگين و واريانس . مهره هاي خارج شده در نظر مي گيريم 

  

 حل •

  

▒ xقدر مطلق تفاضل شماره مهره ها   

  

  

4

1

16

4

4

4
2

== P(x=0)= p   (1،1) (2،2) (3،3) (4،4)     =  

  

  

 
16

6
  P(x=1)=p    (1،2) (2،1) (3،2) (2،3) (3،4) (4،3)   =  

  

16

4
  P(x=2)= p   (1،3) (3،1) (2،4) (4،2)  =  

  

  

  

16

2
  P(x=3)= p    (1،4) (4،1)   =  

  

  

  



 ٤٠

X P(X) XP(X) x²P(X)

0 4 0 0

16

1 6 6 6

16 16 16

2 4 8 16

16 16 16

3 2 6 8

16 16 16

1 20 40

16 16  

94/0
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40
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
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∑= xxPX

 

 

 

 

  

  

  

  

  

                                                   دو جمله اي

  

          فوق هندسيتوزيعهاي احتمال گسسته

  

                                                     پواسن
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  ع احتمال دو جمله اييتور

  

  فرمول

( ) xnx
PP

x

n
xXP

−
−








== 1)(  

   آزمايشها از هم مستقل*

     دو حالت پيروزي و شكست*

  P=      احتمال پيروزي*

  P=q-1         احتمال شكست*

*             n تعداد آزمايشها   

*                  xتعداد پيروزيها   

  

  مثال •

باشيم ؟شانس شير آمدن  تا شير داشته 2در آزمايش پرتاب سه سكه احتمال اينكه 
3

1  

 حل •

2
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
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  E  =  )خ ش ش) (ش ش خ) ( ش خ ش(
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 ٤٢

  مثال •

  . تير به سوي هدف شليك كند15اگر او .  اوقات تيرش به هدف اصابت مي كند4/0شخصي 

  . احتمال اينكه هيچ تيري به هدف نزند)الف

  . احتمال اينكه دقيقا سه تير به هدف بزند)ب  

  . تير به هدف بزند13 احتمال اينكه حداقل )ج  

  . تير به هدف بزند2 احتمال اينكه حداكثر )   د

  

 حل •

  

   )الف
n =15                       x =0                  p =0/4                                 

  

( ) ( ) ( ) 15150150
6/0)0(6/0

!15!0

!15
4/014/0

0

15
)0( ==⇒⇒−




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
==

−
XPXP  

  

از جدول بدست مي آيد كه پيوست جزوه است از اين به بعد براي مشخص شدن اينكه از جدول استفاده  ▒

  ♠  شده از اين علامت استفاده مي كنيم

  

0005/0)0()0( =≤== XPXP♠  
  )ب

n =15                           x =3              p =0/4                                
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  )ج
   P=0/4                  n=15                                                   13≥x  
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 n =15                         p =0/4                                               2≤x  )   د
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 ٤٤

 مثال •

  . گزينه اي كه تنها يك گزينه درست است3ل  سؤا8يك آزمون شامل 

  . احتمال اينكه شخصي دقيقا به پنج سؤال پاسخ درست دهد)الف

  .  احتمال اينكه به دو سؤال پاسخ غلط دهد)ب  

  .  احتمال اينكه به هفت سؤال پاسخ درست دهد)ج  

  

 حل •

  

  )الف    

  احتمال صحيح جواب دادن   
3

1
=P        n =8               x=5  
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احتمال غلط جواب دادن   
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 ٤٥

  توزيع فوق هندسي

  

  

  فرمول



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













−

−









==

n

N

xn

KN

x

k

xXP )(  

  

*Kپيروزي   

*  N-Kشكست   

    *nتعداد نمونه   

      * xتعداد پيروزي در نمونه   

  .آزمايشها از هم مستقل نيستند         * 

  . بدون جايگذاري است nاستخراج *          

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ٤٦

 مثال •

 نفر 5احتمال انتخاب .  نفر وجود دارد5امكان استخدام براي . نفر مرد براي شغلي تقاضا كردند6نفر زن و 5

  .را در حالات زير بيابيد

   مرد4حداقل )ب مرد                 2 زن و 3)الف

  

 حل •

  

  )الف



























==

5

11

2

6

3

5

)(
S

E

N

N
EP  

  )ب
  

)5()4()4( =+==≥ xPxPxP)= مرد4حداقل ( P  

  



















+



























==

5

11

5

6

5

11

1

5

4

6

)(
S

E

N

N
EP  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ٤٧

 مثال •

  .انتخاب مي كنيمبا جايگذاري  مهره 3. مهره قرمز موجود است4 مهره سياه و 3 مهره سفيد ، 2در جعبه اي 

  . مهره قرمز داشته باشيم2 احتمال اينكه )الف

 . مهره سياه  داشته باشيم2احتمال اينكه   ) ب

  

 حل •

  

  

   )الف

9

4
=P                 احتمال قرمز بودن x=2                             n=3  

  
232

9

4
1

9

4

2

3
)2(

−









−
















==xP  

  

  

  )ب

پيروزي                         =  سياه بودن 
9

3
=P         احتمال سياه بودن   

x=2                                                           n=3      

  
232

9

3
1

9

3

2

3
)2(

−









−
















==xP  

  

  

  

  

  

  



 ٤٨

  

  تقريب فوق هندسي به دو جمله اي

  

استخراج بدون جايگذاري و با جايگذاري . در صورتي كه حجم جامعه نسبت به حجم نمونه بزرگ باشد 

وق هندسي با استفاده از دو جمله اي يعني مي توان مسأله را به جاي حل ف.به طور تقريبي معادل مي شود

  .حل نمود

  

  

  ميانگين و واريانس توزيع دو جمله اي

  

  

( )pnp

npX

−=

=

12δ
  

  

  

  فوق هندسيميانگين و واريانس توزيع 

  

  

N

KN

N

K
n

N

K
nX

−
××=

×=

2δ

  

  

  

  

  

تاب سكه و آزمايش هاي مربوط به پر(به طور كلي در مسائل احتمال آزمايش هايي كه از هم مستقل باشند ▒

و استخراج هاي با جايگذاري را از توزيع دو جمله اي مي توان حل كرد و آزمايش هايي كه به هم وابسته ) تاس

  .را مي توان از توزيع فوق هندسي حل نمود) استخراج بدون جايگذاري ( باشند



 ٤٩

 مثال •

. ص معيني هستند نفر مخالف با انتخاب شدن شخ100تعداد .  نفر جمعيت دارد1000در يك منطقه كه 

  . تائي به تصادف انتخاب مي كنيم10يك نمونه 

  . نفر موافق برنامه باشد9 حداقل )ب.       نفر مخالف برنامه باشند 3 )الف

  

 حل •

  

  

  

   )الف

1/0
1000

100
                     x=3                   n=10                       احتمال مخالف بودن =

  

( ) ( ) 3103
1/011/0

3

10
)3(

−
−








==XP  

  

9/09/01/010

11/010

2 =××=

=×=

δ

X  

  

  

  )ب

9/0
1000

900
                   x                   n=10≤9                       احتمال موافق بودن =

  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1010109109
9/019/0

10

10
9/019/0

9

10

109)9(

−−
−








+−









==+==≥ XPXPxP

  

  

  

9/01/09/010

99/010

2 =××=

=×=

δ

X  
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  توزيع پواسن

  

  

  فرمول

!
)(

x

e
xXP

xλλ−

==  

  

  

   متوسط  تعداد وقايع در فاصله زماني يا مكاني مشخصג *

*      xتعداد وقايع در فاصله زماني يا مكاني مشخص   

*         λ=X  

*             λδ =2  

.  از متوسط بودن مي شود فهميد پواسن است               *

  
  

 مثال •

 5احتمال اينكه در يك توپ پارچه معين دقيقا .  زدگي وجود دارد 3به طور متوسط در هر توپ پارچه 

  .زدگي وجود داشته باشد

  

  

 حل •

  

x=5                                            3=λ  

  

!5

3
)5(

53−

==
e

xP  

  

( ) 1008/08153/09161/04)5()5( =−⇒≤−≤== XPXPXP♠  
  



 ٥١

 مثال •

 متر از 130احتمال اينكه  در .  زدگي وجود داشته باشد3 مترپارچه به طور متوسط 100ر هر فرض كنيد د

   زدگي باشد چقدر است؟3آن 

  

 حل •

  

    زدگي        متر                                    

100        3                            

            9/3
100

1303
=

×
=λ      130           

  

            
!3

9/3
)3(

39/3−

==
e

xP  

1954/02381/04335/0)2()3()3( =−⇒≤−≤== XPXPXP♠   
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 



 ٥٢

   به پواسنتقريب دو جمله اي

  

 p و nبه طوري كه حاصلضرب .  خيلي كم باشد p خيلي زياد و  nدر صورتي كه در توزيع دو جمله اي

  .مله را به توزيع پواسن تقريب مي زنيمتوزيع دو ج. داراي حاصلضرب ثابتي باشد

np=λ  

  
 مثال •

مطلوبست . باشد01/0 بار به هدفي شليك مي كند و احتمال زدن به هدف براي او 500فرض كنيد شخصي 

   بار به هدف زده باشد؟2احتمال اينكه دقيقا 

 حل •

  .اسن تقريب مي زنيم كم است توزيع دو جمله اي را به پوp=0/01 زياد وn=500چون 

  

5

01/0500

=

×=

=

λ

λ

λ np

  

!2

5
)2(

25−

==
e

xP  

  

 مثال •

مطلوبست احتمال .  در ساعت است120. فرض كنيد ميانگين تعداد تلفن هايي كه به يك شركت مي شود

   دقيقه حداقل يك تلفن زده شود؟30اينكه در يك فاصله زماني 

  

 حل •

  

  

          ( )
( )
!0

60
101)1(

060−

−==−=≥
e

xPXP                                    
λ

120

20

60
 

                                 60
60

30120
=

×
=λ  

  



 ٥٣

 مثال •

 تائي از اين ساعت ها 120احتمال اينكه در يك بسته .  معيوب استAاز ساعت هاي ساخت كارخانه % 3

  شد چقدر است؟خرابي وجود نداشته با

 حل •

6/33%120 =×=

=

λ

λ np  

!0

6/3
)0(

06/3−

==
e

XP  

 

 مثال •

 تائي از لامپ ها را به طور تصادف 8يك نمونه . لامپ هاي توليدي يك كارخانه سالم مي باشد % 80

  مطلوبست محاسبه) با جايگذاري.(انتخاب مي كنيم

   لامپ معيوب2حداقل )ب لامپ سالم         3 حداكثر )الف

  

 حل •

  

  )الف
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  )ب
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 ٥٤

  :نويسنده

  )دانشگاه رودهن, استاد آمار و كاربرد آن در مديريت (  ويدا شنتيا 
  
  
  
  

  :تهيه و تنظيم

 

www.AccountAncy.ir  
  



 ١

 بخش سوم

  y (         P(x,y) وxتوزيع توام  (y وxتوزيع احتمال 

  

 مثال •

  :مطلوبست .  تعداد فرزندان دختر باشدy تعداد فرزندان پسر و xدر خانواده سه فرزندي اگر 

  y وx توزيع احتمال توام )الف

   )xتوزيع حاشيه اي  (x توزيع احتمال )ب  

   )yتوزيع حاشيه اي  (y  توزيع احتمال)  ج

  

 حل •

 

 )الف

  
    x 0 1 2 3

y

0 0 0 0 1 1

8 8

1 0 0 3 0 3

8 8

2 0 3 0 0 3

8 8

3 1 0 0 0 1

8 8

1 3 3 1

8 8 8 8  
  )ب  

  xجدول احتمال 
x p(x)

0 1

8

1 3

8

2 3

8

3 1

8  
  

  



 ٢

  )ج
  yجدول احتمال 

y p(y)

0 1

8

1 3

8

2 3

8

3 1

8  
  

 مثال •

  . توزيع توام زير را داشته باشدy و xفرض كنيد 

   y ، ميانگين و واريانس py )الف

  p(y=20|x=40) احتمال)ب  

  p(y|x=20) احتمال )  ج

  
    x 20 40 60 80

y

20 0/04 0/08 0/08 0/05 0/25

40 0/12 0/24 0/24 0/15 0/75

0/16 0/32 0/32 0/2 1  
 حل •

  

  )الف
  

y p(y) y p(y) y² p(y)

20 0/25 5 100

40 0/75 30 1200

35 1300  
  

35)( =∑= yypy  
  

( ) 75351300)(
22

22 =−⇒−∑= yypyyδ  



 ٣

  )ب
  

)(

)(
)(

25/0
32/0

08/0

)40(

)40,20(
)4020(

BP

BAP
BAP

xP

xyP
xyP

I
M

M

=

==
=

==
===

  

  

  )ج
  

y p(y|x)=20

20 0/25

40 0/75  
  

25/0
16/0

04/0

)20(

)20,20(
)2020( ==

=

==
===

xP

xyP
xyP M  

  

75/0
16/0

12/0

)20(

)20,40(
)2040( ==

=

==
===

xP

xyP
xyP M  
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 مثال •

  . مي باشدR=x×y توزيع توام زير را داشته باشد؛y و x فرض كنيد

  R توزيع احتمال )الف

  R ميانگين و واريانس )ب  

  

 حل •

  

P(xy) 
    x 0 1 2

y

0 0/1 0/1 0

2 0/1 0/4 0/1

4 0 0/1 0/1  
  

  

  

R=x×y  
    x 0 1 2

y

0 0 0 0

2 0 2 4

4 0 4 8  
  

  

  Rتوزيع احتمال 
R p(R) R p(R) R² p(R)

0 0/3 2 0

2 0/4 0/8 1/6.

4 0/2 0/8 3/2.

8 0/1 0/8 6/4.

1 2/4. 11/2.  
  



 ٥

44/5)4/2(2/11

)(

)(

)(

22

222

⇒−=

−∑=

∑=

∑=

R

R RRPR

RRPR

xxPx

δ

δ
  

  

  

 مثال •

  . را حساب كنيدxميانگين و واريانس . ل زير مفروض استتابع احتما

  
x -2 1 3 5

P(x) 12 0/4 0/3 0/1  
  

 حل •

  
xP(x) 0/4 0/4 0/9 0/5

x²P(x) 0/8 0/4 2/7. 2/5.  
  

  

( ) 6/14/14/6
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2

222

=−=

−∑=

∑=

δ

δ xxPx

xxPx

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ٦

  ضريب همبستگي

  

  

yxyx

yxxyyx
yxP

P

δδδδ ×

×−
=

×
=

≤≤−

),cov(
).(

11

  

  

 مثال •

  ريب همبستگيمطلوبست محاسبه ض. به صورت زير داده شده است x,y جدول توزيع احتمال 

  
    x -1 0 1

y

0 4 0 1 5

12 12 12

1 0 2 0 2

12 12

2 4 0 1 5

12 12 12

8 2 2 1

12 12 12  
  

  

  

 حل •

  

 

76/0

58/0
12

6

12

10

12

6

2

2

=

=






 −
−=

−
=

x

x

x

δ

δ      

x p(x) x p(x) x² p(x)

-1 8 -8 8

12 12 12

0 0 0 0

1 2 2 2

12 12 12

-6 10

12 12  
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( )

91/0

83/01
12

22

1
12

12

22

=

=−=

==

y

y

y

δ

δ            

y p(y) y p(y) y² p(y)

0 5 0 0

12

1 2 2 2

12 12 12

2 5 10 20

12 12 12

12 22

12 12  

91/076/0

0

91/076/0

1
12

6

12

6
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×
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−
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=
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×−
=

yx

yxxy
yxP

δδ
  

  

  R=x.yجدول مقادير
    x -1 0 1

y

0 0 0 0

1 -1 0 1

2 -2 0 2  

            

R p{R} R p(R)

-2 4 -8

12 12

-1 0 0

0 7 0

12

1 0 0

2 1 2

12 12

-6

12  
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 مثال •

  مطلوبست محاسبه ضريب همبستگي. به صورت زير داده شده است x,y جدول توزيع احتمال 

  
    x -1 0 1

y

1 0 1 1 2

8 8 8

2 0 1 2 4

8 8 8

3 0 1 1 2

8 8 8

1 3 4 1

8 8 8  
  

  

 حل •

  

69/0

485/0
8

3

8

5

8

3

2

2

=

=







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=

x

x

x

δ

δ     

x p(x) x p(x) x² p(x)

-1 1 -1 1

8 8 8

0 3 0 0

8

1 4 4 4

8 8 8

3 5

8 8  

( )

70/05/0

5/025/4

2
8

16

22
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=−=
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y

y

y

δ

δ            

y p(y) y p(y) y² p(y)

1 2 2 2

8 8 8

2 4 8 16

8 8 8

3 2 6 18

8 8 8

16 36

8 8  
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7/069/0

0

7/069/0

2
8

3

8
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).(
×

=
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=
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×−
=

yx

yxxy
yxP

δδ
  

  

  

  R=x.yجدول مقادير

            

R p{R} R p(R)

-3 0 0

-2 1 -2

8 8

-1 0 0

0 3 0

8

1 1 1

8 8

2 2 4

8 8

3 1 3

8 8

1 6

8     

    x -1 0 1

y

1 -1 0 1

2 -2 0 2

3 -3 0 3  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ١٠

  توزيعهاي احتمال پيوسته

  

  توزيع نرمال

 M� ميانگين وδ                                         انحراف معيار      
〈+∞∞〈−

==







 −
−

x

exXP

Mx

δ

πδ

2

1

2

1
)(

                                                  

  

  

  

dxeXP                              .حل اين انتگرال مشكل است�

Mx

...
2

1
)3(

2

2

1
3 







 −
−

∞−∫== δ

πδ  

  

  

   استانداردتوزيع نرمال

  

Zبا استفاده از تغيير متغير 
MX

=
−

δ
  .ل به نرمال استاندارد مي كنيم توزيع نرمال را تبدي

  
2

2

1

2

1
)(

Z

eZP
−

=
π  

  

  

dzeZP
Z

..
2

1
)5(

2

2

1

5

−∞+

∫=≥
π  

   .جواب اين انتگرال از جدول نرمال استاندارد بدست مي آوريم �

  

  



 ١١

 مثال •

   داراي توزيع نرمال باشد؛ مقادير زير را حساب كنيد؟Zدر صورتي كه متغير 

  

 حل •

  . به وسيله جدول محاسبه مي كنيم♠

  

  
8944/0)25/1(

1587/0)1(

=〈

=〈−

ZP

ZP      
1056/08944/01)25/1(1)25/1(

9861/0)20/2(

=−=≤−=〉

=〈

ZPZP

ZP  

  

( ) 044/09332/09772/050/1)00/2()25/1( =−=〈−〈=〈〈 ZPZPZP  
  

�  
  .احتمال اينكه يك متغير پيوسته برابر با عدد ثابت باشد صفراست

  

P(X=C)=0                            

 C ، مقدارثابتXمتغير پيوسته   

  

  

 مثال •

( )2〈Z  

 حل •
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 مثال •

)110(احتمال.  باشدδ=5و انحراف معيار  M=100متغيري نرمال با ميانگين  Xاگر 〉XPچقدر است؟   
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 ١٢

 مثال •

ب ميلي كه به طور نرمال بر حس.  استXداراي طولي برابر. پيچي به تصادف از خط توليد برداشته مي شود

 80اگر قرار باشد پيچهاي بلندتر از .  توزيع شده استδ=4/1 و انحراف معيار M=78/3متر با ميانگين 

  ميلي متردور ريخته شود چه نسبتي از محصول ضايع مي شود؟
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 مثال •

 ميلي ليتر نوشابه را به داخل شيشه مي 952ه كه دستگاه پر كننده شيشه هاي نوشابه به طوري تنظيم شد

.  ميلي ليتراست4 ميلي ليتر و انحراف معيار 952اين ميزان نوشابه داراي توزيع نرمال با ميانگين . ريزند

  :مطلوبست

  . ميلي ليتر نوشابه داشته باشد956 تا 952 احتمال اينكه شيشه اي بين )الف

  . ميلي ليتر نوشابه هستند956 تا 948چند درصد از بطري ها حاوي   ) ب
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 ١٣

  استفاده معكوس از جدول نرمال استاندارد

  

 مثال •

 80000 ليتر و انحراف معيار 250000تقاضاي هفتگي براي بنزين در پمپ بنزين به صورت نرمال با ميانگين 

ن ليتر بنزين درهفته بايد در پمپ بنزين وجود داشته باشد كه مطمئن شويم كه چه ميزا. ليتر توزيع شده است

  است؟% 2احتمال تمام شدن بنزين فقط 
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 ١٤

 مثال •

 5/0با انحراف معيار . مي كند كه قطرآن داراي توزيع نرمال استيك دستگاه اتوماتيك پيچ هايي توليد 

 ميلي ليتر 25پيچها داراي قطري معادل % 4ميلي ليتر دستگاه را بايد بر روي چه ميانگيني تنظيم كرد كه فقط 

  يا كمتر باشد؟

  

 حل •
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 لمثا •

بلندترين % 5/2آنگاه .  باشد5 و انحراف معيار 170اگر توزيع قد افراد جامعه داراي توزيع نرمال با ميانگين 

  افراد جامعه حداقل داراي چه قدي هستند؟

  

 حل •
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  تقريب توزيع دوجمله اي به نرمال

  

×〈5در صورتيكه  pnباشد؛ توزيع دوجمله اي را به نرمال تقريب مي زنيم .  

  

npMميانگين دو جمله اي  =  

2)1(واريانس       pnp −=δ  

  

)1( pnp

npX
Z

−

−
   نرمال=X داراي توزيع نرمال استاندارد است و =

  

 مثال •

 تائي 25اد به سيگار هستند ، احتمال اينكه در يك نمونه افراد بالغ معت% 4دريك بررسي از اهالي يك منطقه 

   نفر معتاد به سيگارباشند چقدر است؟5حداكثر 
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 ١٦

 مثال •

  . ساعت است2500 و انحراف معيار 20000عمرنوعي دستگاه توزيع نرمال با ميانگين 

   ساعت عمر كند چقدر است؟26000يش از  احتمال اينكه يك دستگاه خريداري شده ب)الف

% 67 اگر مهندسين به خواهند با ثابت نگه داشتن انحراف معيار ميانگين عمر را بالا ببرند به طوري كه )  ب

  مهندسين بايد به چه ميانگيني دست يابند؟.  ساعت كار كنند20000دستگاهها حداقل 
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 ١٧

  )برآورد فاصله اي(فاصله اطمينان

  

  فاصله اطمينان براي ميانگين جامعه

  

  

  

  

  

* M                   ميانگين جامعه   

  

*     2δواريانس جامعه   
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)%1( فاصله اطمينان� α−                           
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  حالتي كه واريانس جامعه معلوم است
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  حالتي كه واريانس جامعه مجهول است
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 به Z  باشد توزيع 30 پس به طور كلي در حالتي كه واريانس جامعه مجهول و حجم نمونه كمتر از �

  . تبديل مي شودd=n-1 با درجه آزادي tزيع تو
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 مثال •

اگر يك نمونه .  ساعت است40يك توليد كننده لامپ ، لامپي توليد مي كند كه انحراف معيار طول آنها 

براي متوسط عمر تمام % 95يك فاصله اطمينان .  ساعت باشد870 تائي داراي متوسط عمر 36تصادفي 

  لامپ هاي توليدي اين كارخانه به دست آوريد؟

  

 حل •
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 مثال •

 تائي از كارمندان انتخـاب شـده بـه          5يك نمونه   . اره داراي توزيع نرمال باشد    اگر طول قد كارمندان يك اد     

بـراي  % 99مطلوبست محاسـبه فاصـله اطمينـان    .  مي باشد 5/62 و واريانس نمونه     170طوريكه ميانگين نمونه    

  ميانگين جامعه؟
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)(يانگين دو جامعهفاصله اطمينان براي اختلاف م 21 MM −  

  

  

  واريانس جامعه معلوم

2

2

2

1

2

1

2
1

2121

2

2

2

1

2

1

2
1

21
nn

ZXXMM
nn

ZXX
δδδδ

αα ++−〈−〈+−−
−−

  

  

  

  

  

  جهولواريانس جامعه م

  

,30)الف 21 〉nn  

2

2

2

1

2

1

2
1

2121

2

2

2

1

2

1

2
1

21
nn

ZXXMM
nn

ZXX
δδδδ

αα ++−〈−〈+−−
−−

  

  

,30 )ب 21 〈nn  

2

2

2

1

2

1

2
1

2121

2

2

2

1

2

1

2
1

21
nn

tXXMM
nn

tXX
δδδδ

αα ++−〈−〈+−−
−−

  

  

  

221 درجه آزادي� −+= nnd  

  

  

  

  

  

  

  



 ٢٢

) واريانس جامعه مجهول و مساوي )2
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 ٢٣

 مثال •

 ساعت 31 و 27نند كه به ترتيب داراي انحراف معيارهاي  لامپ روشنايي توليد مي كB وAدو شركت 

 تائي از لامپهاي توليدي هر شركت انتخاب مي كنيم و به ترتيب متوسط طول 40يك نمونه تصادفي . است

  . به دست مي آوريم635 و 649عمر لامپ ها براي اين دو نمونه را 

  مپ هاي دو شركت؟براي اختلاف متوسط طول عمر لا% 96مطلوبست فاصله اطمينان 
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 ٢٤

 مثال •

  . گرمي از يك ماده را بسته بندي مي كنند8 جعبه هاي B و Aدو ماشين 

  .گرم است% 5و %  4 به ترتيب B وAسيله ماشين انحراف معياروزن بسته هاي پر شده به و

 جعبه به تصادف انتخاب شده به طوريكه ميـانگين نمونـه جعبـه            100از جعبه هاي پر شده هريك از ماشينها         

18/8=A      15/8 و ميانگين نمونه جعبه=B       براي تفاضـل ميـانگين وزنهـاي     % 99 به دست آمده فاصله اطمينان

   آوريد؟ را بدستBوAپرشده با دو ماشين 
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 مثال •

    4،12 تائي از دانشجويان دختر ميانگين و انحراف معياردرس آماربه ترتيب20دريك نمونه 

  . به دست آمده است2،11 تائي دانشجو پسر22ناصر براي نمونه همين ع

  براي اختلاف ميانگين نمره رياضي دانشجويان دختروپسر؟% 90مطلوبست فاصله اطمينان 
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 ٢٦

 مثال •

  . به طور مستقل براي اندازه گيري چربي شير پاستوريزه اقدام مي نمايند2 و1دو آزمايشگاه 

 و 7 بـا ميـانگين   2 نمونـه ازآزمايـشگاه   8 و  67/4 و واريـانس     6 نمونه از آزمايـشگاه يـك بـا ميـانگين            10

 جمعيـت و مـساوي بـودن واريـانس هـا يـك فاصـله        2 به دست آمده با فرض نرمال بودن         57/2واريانس  

 .(درصدي براي اختلاف ميانگين چربي موجود در شـيرهاي دو كارخانـه بـه دسـت آوريـد                 % 95اطمينان  

  )واريانس جامعه مجهول و مساوي
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 ٢٧

  فاصله اطمينان براي ثبت جامعه

  

1n ثبت نمونه  

P  نسبت جامعه   
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  جامعه اختلاف نسبت دو اطمينان براي فاصله
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 ٢٨

 مثال •

  . نفر داراي دندانه شكسته است30 كودك دبستاني كه به تصادف انتخاب شده اند ، 170از بين 

  براي نسبت كودكاني كه دندان شكسته دارند بيابيد؟% 95يك فاصله اطمينان 

  

 حل •
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 ٢٩

 مثال •

  . نفرآنها به نوعي بيماري مبتلا هستند15 نفره انتخاب و معلوم شده كه 20يك نمونه تصادفي 

 نفر آنهـا بـه همـان  بيمـاري مبـتلا      2 نفره ازجمعيت ديگري انتخاب و معلوم شده كه  10يك نمونه تصادفي    

21براي % 99نان فاصله اطمي. هستند PP    پيدا كنيد؟−
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 ٣٠

  تمرين

  

 30 كنند خريد مي كنند اگر در يك روز از كل افرادي كه به فروشگاه مراجعه مي% 65)1

  نفر به اين فروشگاه مراجعه كنند؟

  . نفر خريد كنند22حداقل ) الف

  . نفر خريد كنند15كمتر از )   ب

  . نفر خريد كنند20دقيقا )   ج

  

  

  
اگر خط مشي شركت باز .  سال است12 سال و انحراف معيار     35توزيع نرمال با ميانگين     )2

 سال سن دارند چنـد درصـد از كـارگران           55م افرادي باشد كه بيش از       نشسته كردن تما  

  .بازنشسته مي شوند

  

  

  
اگر .از تلفن ها را اشتباه وصل مي كند       % 3براساس تجربه مشخص شده كه يك تلفنچي        )3

  :مطلوبست. تلفن وصل كرده باشد150امروز 

  .ميانگين تلفنهايي كه اشتباه وصل شده است) الف

  . تلفن را اشتباه وصل كرده باشد3كه احتمال اين) ب

  .احتمال اينكه بيش از يك تلفن را اشتباه وصل كرده باشد) ج

  

  

  
  ضريب همبستگي؟. به صورت زير استyوxتابع احتمال توام دو متغيري )4
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 ٣١

  :نويسنده

  )دهندانشگاه رو, استاد آمار و كاربرد آن در مديريت (  ويدا شنتيا 
  

  

  

  

  :تهيه و تنظيم
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